Mathématiques Mathématiques Principale 94

Corrigé du Probléme e

|) De quoi s agit-il ?

A : Etude d'une fonction en exponentielle
B : Théoreme des accroissements finis
C : Approche de la valeur qui annule f, par une suite réelle.

I1) Indication et commentaire

A) f(x)=2 e*-e®-x
1°)Lesvariationsdef
Vérifier quef est dérivable sur IR et que pour tout réel x :

F(x)=2 62 - 26" —1= 2(e’* - —1+2‘/§)(e' x +—‘/§2' h
1+/3 J3+1
2

> ) €t et sonsigne est celui de (67 +

* |l est smple de trouver que lim f(x) =-¥ et que lim f(x) =-¥
X® +¥ X® - ¥

).

Déduire que f'(X) s'annule pour X=- Log(

Pour lalimite de f(x) quand x tend vers -¥, penser a écrire f(x) sous la forme:

- X

f()=xe *[2+2
X -X

2°) Existence et unicité d'un réel a tel queal [Log2, 1]

Utiliser que f est continue et strictement décroissante sur [Log2,1] et que f(Log2).f(1)<0 pour

répondre a cette question

3°) La courbe représentative de la fonction f :

Vérifier que: Jim [f(0)+x]=0 et déduire que la droite d'éguation y=-x est une asymptote aC

- e*] et trouver que lim f(x)=-¥
X® - ¥

éi
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B) g dérivable sur [a,b]
g' continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b
1) L’expression dej '(x) :

Soit x T Ja,b[, Vérifier que: j '(x) = (x- b)g'(x) +2

9(b)- 9(a)- (b- a)g'(a)

b_
-2 (- x)

2) a) Vérification dej (a)=] (b)=0
On vérifie facilement que: j (&=] (b)=0

b) Existenced’un réel c de]a,b[ tel quej '(c)=0
On indique qu’ on utilise le théoréme des accroissements finis pour répondre ala question.
Vérifier que:j est continuesur [ab] et ] dérivable sur Jabf :
Les hypothéses du théoréme étant vérifiées, on peut conclure qu’il existe ¢ de ]a,b[ tel que:



j (b)-j (@=(b-a)j ' (c). Conclure

3°) Vérification de I’ égalité g(b)=g(a)+(b-a)g’ (a)+ b 2 a

Utiliser j '(x) pour x=c, ce qui donne: j ‘(c)=(c-b)g"(c)+2

g7 (c).

c '
b3 [9(b) - 9(a) - (b- a)g'(a)]

Sachant quej '(c)=0, déduire alors |’ égalité demandée.
C) 1) Vérification de h'(x)<0 et h" (x)>0 pour xI ]log2,1]

Ona : h'(x)=f'(x) pour tout x de ]Log2,1[
Utiliser A)1) pour justifier que h'(x)<0
Vérifier que h"(x)=2 e*[€&*-2]. Son signe est celui de €*-2
Comme x>Log2, vérifier que h"(x)>0

0 . ()
2°)a) Montrer que t'=t- "o
Se rappeler que I'équation de la tangente a C au point M de coordonnées (t,h(t)) pour t de
JLog2,1] est: y=h'(t)(x-t)+h(t).
Cette tangente coupe I'axe des abscisses en un point de coordonnées (t',0). Déduire aors que :
r=t- 2O

h' (t)

(a- t)2h" (k)

2h'(t)
Vérifions les conditions qui permettent d’ appliquer la question B)3°). h est continue et deux
fois dérivables sur [t, a] donc on peut dire qu'il existe k de]t,a[ tel que

b)Existencedekli ]t,a] tel que t'=a+

h(a) = h(t) +(a - t)h'(t) +¥ h*(k) . Or h(a)=f(a)=0, d’ou, en divisant I’ égalité précédente on

obtient O:@+a - t+w
b (t) 2h'(t)

h(®)

Utiliser que t'=t- — - puis conclure

c) Déduction det'T JLog2,a[

AR
Ecrireque t'=a +% et utiliser que ( h'(x)<0 et h"(x)>0 pour tout x de]Log2,a[)
Conclure



3°) On se propose dans cette question de déterminer une suite réelle qui converge vers a
a)Montrons que pour tout n deN x,I JLog2,a[

on peut utiliser le raisonnement par récurrence :

Xol JLog2,a[ vrai par hypothése

Soit nl N Supposons que x.l ]Log2,a].

Utiliser C)2°) pour prouver que Xn+11 ]Log2,a[. Conclure.

Remarque: la relation vérifiée par X1« Xy €t la méme que celle qui reliet’ et t . Observer

les deux égalités: t'=t- h(®) et Xne1 = Xp - h(x.,)
h'(t) h'(x,)
b) (x,) converge
Prouver que (x,) est une suite croissante en utilisant Xp+1-Xn =- :((X”))
Xn

Par suite x, est croissante et majorée par a. Conclure.
* Limite de (x,)
Poser : lim x,, =/
n® +¥
. . h(x) -
Soit lafonction 'Y : x® x- m pour x| [Log2,a]
X
Vérifier que: Y est continue sur [Log2,a] pour tout nl N, x, T [Log2,a] €t Y ( Xn)= Xn+1
(X») converge vers ¢1 [Log2,a]
en déduire que ¢=Y (¢) puis r=a
h(a) - h(x,)
h'(x,)
Montrons qu'il existe c,l JLog2, a[ tel que :
_ h"(c,)
X - & = ——
2h'(x,)

4)a0nax, ,,-a=X,-a+ pour tout nde N

(x, - a)?

h(x,)
h'(x,)
Utiliser C2°)b) ( x, remplacet) , il existe k=c,l Jxn,a[ tel que:
(a-x,)%h"
n+l =a+t
2h'(x,))
On peut procéder autrement

On aXnT ]Lng,a[ et t’: Xn+]_: Xn =

X ©0) g oir 1 égalite

2
Utiliser B3°) avec g=h, b=a et a= x, on obtient : h(a)=h(x,)+h’ (xn)( a-xn)+ %h" (c,))

Justifier cette égalité

h'(e.) | 4
2h'(x,)
utiliser que : h'(x)<0 pour x de ]Log2,1[ et montrer que h"(x)>0 pour tout x de JLog2,1].

b) Montrons que pour tout ni IN on a:

Déduire que: 0<h"(c,)<h"(1) (car Log2<c,<1) et que - g <h'(x,)<h'@<0:

Doy - |M€a) | '@

: .Conclure.
12h'(x,)| - 20




c) Déduction de: [x,,, - a|<(x, - a)* pour nl IN

Déduction immédiate de b)

5°)Détermination de no tel que pour n>ngon a: [x,-a|<10”

Prouver d'abord que pour tout i IN ona |x, - a| < (x - a)?" .( par itération ou par récurrence)
Par suite, pour avoir [x,, - a| <10°°, il suffit de trouver le plus petit ntel que::

(31 10°2)?" <1075 Pour la suite des calculs on a besoin d’ appliquer log aux deux membres de

'inégalité.(log= logarithme décimal). Ce qui donne 2"log(31x10%)<-5
Achever le calcul pour trouver np=4.



