Corrigé du Probléme :
I) De quoi s'agit-il ?

I. Etude d'une fonction en exponentielle. Dérivée d'une fonction réciproque. Primitive.
I1. Etude d'une famille de fonctions définies a 'aide d'une intégrale.
FEtude d'une suite rélle.

II) Indications et commentaires

1°) a. Etude des variations de la fonction f :

-2eF (e - 1)

x\2
(ex+ex)

On pourra remarquer que f est une fonction paire et réduire l'intervalle d'étude a [ 0,+ [ .

Vérifier que f' (x) = -

Tableau de variation de f

X —o0 0
Ilim f=0 f'(x) + 0
+ o™
1
f(x) 0
PourtoutxdeIRona:o<f(x)<1:
Justifier { (IR,) =1 (IR.)=]0,1]
et conclure.
b. La courbe de f :
2°) a. g est dérivable sur lO,il
2
Ecrire : g=Logo (g
tg est dérivable sur IO,.T.E. et tg x >0 pour tout x € 0,L
2 2
Conclure.
1+ tg°x
Vérfier que  g'(x) = g
tex

b) g admet une fonction réciproque h définie sur IR :



Montrer que g est continue et strictement croissante sur

0,
2

Iim Log(tgx)=-o et lim Log(Igx)=+ =

X —= 0+ T

Xe—

2
(on pourra poser X = tgx)
Conclure
Calcul de h(0) :

Soit x € 0,1[ h (0) = x <=>Log (gx) = 0...
2
<=>.. ...
h) = X
4
¢) h dérivable sur IR :
On a: g est dérivable sur IO.T.[.l donc :
2
pour touty € 0,% g'(y)=0 h= g_1 est dérivable sur IR
2
Pour tout x € IR 2h' (x) =f(x) :
pour tout x € IR
pour touty € 0, h(x) =y <=>x=g(y)
2
<=> X = Log (tgy)
X
<=>e =tgy
or h'(x) = 1 ey Achever les calculs.

gV(Y) 1+ tgzy

" f () dt =2 h(x) - % :

(1]

Se rappeler :
h est une primitive de sa dérivée h'.

b
" W(di= hb)-ha)

a

X
dans ,‘ f (O dt ; remplacer f(t) par 2 h'(t)

o]

II) 1°)a) F | (x) en fonction de h(x) :

F(x) =2h(x) - &
2

lim F,(x)=X
2

X —= +®



7T

 —

ona: h(]—00,+00[):

D'autre part h est continue et strictement croissante (comme sa réciproque g) par suite
h(]-2.+=[) - |limb limh
el + @

en déduire que limh — I et conclure.

X—> + 0

b) * K'(t) = £(t)
Remarque :
(et + e't) Z_eMye ™42

(et _ e—t) 2 oM e 0

4
Vérifierque K'(O)= et conclure
e'+et)?
X

* Ferire que F,(x) = " K'© di=[K()];

0

X -X

€ -¢€
et trouver : F,(x)=

e+ et

Iim F, x)=1

x —=+ ©0

2X

On pourra écrire F, (X) = et poser X — ¢

er

2) o F, ([0, + [) = |0, lim F_(x)

X —> 40
ona:F (0)=0
[l suffit de prouver que : [ F_ est continue et
croissante sur [0, + 00[
Se rappeler que :

* Soit @ une fonction continue sur un intervalle [ eta €1
la fonction : f:1—1IR



X
X — " @ (1) dt est la primitive de ¢
a
sur I qui s'annule en a.

Prouver alors que : ¢ F; est dérivable sur [O, + 00[ etque I’y = i

et comme pour tout réel X : f(x) > 0 alors f n(X) >0
Achever la démonstration.

b) Pour tout t = 0 ft)y<2et:
On peut écrire que el relsel >0
| 1
donc R

e'+et e
multiplier par 2 les deux membres et conclure
Pour tout x = 0 F, xX)=2:

Remarque:O<X<1=>0<Xn<X

(La suite (Xn) est strictement décroissante).

Prouver que f rl(t) < f(t) et par suite : { rl(t) > Ze_t.
En intégrant les deux membres entre 0 et X (X > 0) on obtient

"X Pode<[-2¢]F <=

Fliix)<2-2¢*
Conclure
* lim F (x) estfinie
x —=+ ©0

D'apres [12°) a) lim F ® existe

X—=+®
de plus pour tout x =0 O0=F(x)=<2
onendéduitque m F_(x) €[0.2]

x—=+®

donc elle est finie

¢) * pour tout t = 0 f(t) = et
2t
Vérifier que: f(ty-e" = 1-¢
el +e'
etque 1 —ets0
1 - e-nx
* Pour tout x= 0 = Frl (x):
n



ona:f(t)= els0=> 0 = e

X X
= (1) dt > " e™ dt
(x=0) o 0
Terminer

* lim Fn x)=0.

X —»+®
Ona: lim 18 -1 On en déduit que :
n—+® n n
Iim F_ (x)estréel lim F_(x)= 1_>Opar suite Ilm F_(X)=0
X =+ ® n X =+ ® n n X =+ ® n
F ()= 428
" n
3°) a-u, = lim F (=Z etu,= lim F (x)=1
X =+ 2 X — 4 o0

b-pourtoutnEIN*ettE[O,+oo [ s

1) f ) K ) =2t - (1)

Ona: """ () (1) K(t) :( 2" ) (' 2 (¢! 'e_t)) ( (e -e™) )
(

(et + e—t)n—l (et + e—t)l et + e—t)Z
2n[4 B (et + e—t)l] 2n+2 ] 2n
(et +e—t)n+2 (et + e—t)n+2 (et + e—t)n

— f]1+ 2 (t) _ tn(t)
c- Intégration par parties :

Onpose :u' () =1""1(t) { (t) u(t)= —Ill- " (1)

d'ou

V(=K (@) v =K =1 (1)

Par suite :



"an- Lo 1) K () dt = [% K @®)t" (t)]x_ % "Xf“(t) f2(t) dt. et terminer les calculs,

0 0 0

d-PourtoutnEIN*etXE[O,00[:
m+DF,,,®-nF (x)=K ) " (x):

X

dapres¢) : K (x) 1(x) =n "

0

L) £ () K () de + "Xf‘”z (© dt.
0

d'aprés b) - n."x (t2+2@ - 1) dt + " £2+2 (1) d.

0

Achever les calculs.

On peut écrire :

lim @+ DF__,®- lim @F )= lim K® .

X—>+® X—>+® X—=>+®

= mn+1Du -nu_ = lim K® " ().

X+

n+2

Onsaitque: 0<f" (x)<1. et K(x)=0

0<K® M ®=<K(®KX)

lim Kx)=0

X ==+ x

Onen déduitque lim K &) " x)=0

X—+®
conclure
4- a)ync€IN:
0 - _1
n peut ecrire Uy = e Uy
2



Ug = el On multiplie membre a membre et on simplifie par les u,
4
u _2n-1 u
2n+1 "~ 2n-1
2n

Remarquerque u, = m F_(x)=0.

X —>+4 0

_3x5x..x@n-1 7T
n+1 " X
2x4Xx...X2n 2

Procéder de la méme maniére pour trouver :

On obtient : u

_ 2X4Xx..X2n
ME23x5x..xC2n+ 1)

b- (un) est décroissante :

X

u ., -u = lim [ "OEO- D

n+1
x—=+x 10

le signe de (f (t) - 1) permet de conclure

u
2n < 2n+2
2n + 1

c- Pour toutn € IN :

u2n+2

< 1 facile a vérifier car (u, )est décroissante et u >0 pour toutn € IN.

u2n+2

u
2n < 2n+2 9

2n+1 u2n+1

. 1
On peut écrire Uy, = Uy 1 >0 = mmem <
Uop  Uppyg

multiplier les deux membres par u,, . 5

Uonsn _2n

remarquer que = . Conclure
u 2n+1
2n
. Wont2 PR S ) . 2n Yont2
e lim =1 se déduit du passage a la limite de I'encadrement suivant : < <1
n—+o U 2n + 1 u
2n+1 2n+1



u 2
d- Vérifier que : 2n+2:( 2X4X . X2n )X( 1 )Xi.etparsuite

u, 3X5X...X@2n-1) 2n+1 7T

2X4X...X2n 2X 2 _ Yon+2
=7
3X5X..XCn-1 2n+1

2n+1

En déduire la limite.



